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Etant donn6e une courbe elliptique E d6finie sur un corps local K de caractSristi- 
que 0 par une 6quation de Weierstrass (W), on calcule, dans cet article, les valeurs 
possibles des valuations de c4, c 6 et ~, pour chaque type de r6duction possible. On 
traite en particulier es cas off la caract6ristique r6siduelle de K est 2 ou 3. On 
constate que dans la plupart des cas les valuations de c4, c6, d d6terminent le type 
de N6ron. Lorsque ce n'est pas le cas, on donne une congruence simple permettant 
de d6terminer cetype. © I993 Academic Press, Inc. 
I. INTRODUCTION 
Consid6rons un corps K, de caract6ristique 0 muni d'une valuation 
discr6te v: K~Z.  Notons R l 'anneau de valuation, rc une uniformisante 
de R. Supposons que le corps r6siduel soit parfait, et que la valuation v soit 
norm6e (c'est-fi-dire que l 'on ait v(rt) = 1). 
Consid6rons une courbe elliptique E d6finie sur K, et un mod61e de 
Weierstrass de E 
(W) y2+alxy+asy=x3+a2x2+a4x+a 6 
O~1 al ,  a2, a3, a4, a6 sont dans R. 
Tate dans [1]  d6crit un algorithme permettant de trouver le type de 
r6duction du mod61e minimal de N6ron de E h partir d'une telle 6quation 
(W). I1 consid6re successivement un ler, 26me, 36me cas, etc.., correspon- 
dant aux diff6rents types de N6ron des courbes elliptiques. Dans chacun 
de ces cas, l 'algorithme de Tate n6cessite d'effectuer un changement de 
coordonn6es de la forme 
(c) 
x=x '+r  
y =y '  + sx' + t 
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apr6s quoi les nouveaux al, a2, a3, a4, a6 v6rifient des conditions suppl6- 
mentaires; cf. [1]. Un inconv6nient de l'algorithme de Tate est justement 
cette n6cessit6 d'effectuer plusieurs changements de coordonn6es, en 
parcourant les diff6rents cas, jusqu'au moment off on peut d6cider quel est 
le type de N6ron de la courbe. 
Nous nous proposons ici de d6crire les diff6rents types de N6ron, en 
fonction des coefficients al, a2, a3, a4, a6 de l'6quation (W) initiale; plus 
pr6cis6ment, en fonction des nombres Ca, c6 et A associ6s ~ cette 6quation, 
et qui ne sont pas modifi6s par un changement de coordonn6es de la 
forme (C). 
Souvent, v(c4), v(c6), v(d) suffisent ~ d&erminer le type: c'est le cas par 
exemple si la caract6ristique du corps r6siduel est 0 ou /> 5. Quelquefois, 
quand la caract6ristique du corps r6siduel est 2 ou 3, les valuations de c4, 
c6 et A ne suffisent pas ~ d6terminer le type de N6ron; on a alors, dans ces 
cas, besoin d'une information suppl6mentaire obtenue par la r6solution 
d'une congruence simple. 
Nos r6sultats sont pr6sent6s sous forme de tableaux. Darts chaque 
tableau, les colonnes correspondent aux divers types de r6duction possibles, 
sauf la derni6re qui correspond au cas off l'6quation (W) n'est pas mini- 
male. Sur la premiere ligne figure le symbole de Kodaira, sur la seconde le 
symbole de N6ron, sur la troisi6me le cas dans l'algorithme de Tate qui est 
relatif au type de N6ron consid6r6. Ensuite chaque colonne est divis6e 
en sous-colonnes off l'on indique les valeurs possibles des triplets 
(v(c4), v(c6), v(A)) (avec v(c4) sur la quatri6me ligne, V(C6) sur  la cinqui6me, 
v(A) sur la sixi6me). 
Lorsqu'un m~me triplet (v(c4), v(c6), v(A)) apparalt pour divers types de 
N6ron et donc ne suffit pas ~ caract6riser le type, une condition supl6men- 
taire permettant de diff6rencier ces divers types est 6nonc6e sur une ligne 
suppl6mentaire. Finalement l'exposant v(N) du conducteur de la courbe 
elliptique figure sur la derni6re ligne du tableau. I1 a 6t6 calcul6 par la 
formule v(N)= v(A)+ 1--n (off nest  le nombre de composantes connexes 
g6om6triques de la fibre sp6ciale du mod61e de N6ron, voir tableau de 
Tate [1]). 
Nous avons 6nonc6 pour m6moire dans le tableau I les r6sultats (bien 
connus) relatifs au cas off le corps r6siduel est de caract6ristique diff6rente 
de 2 et 3 (mai 6ventuellement 0). Nous 6tudions ensuite le cas off le corps 
r6siduel est de caract6ristique 3: pour la commodit6 du lecteur, nous 
commengons par fournir un tableau relatif au cas particulier off v(3)= 1, 
c'est-~-dire off K est absolument non ramifi6 sur Q3 (tableau II), puis celui 
relatif au cas off v(3) est quelconque (tableau III). Les r6sultats en ce qui 
concerne la caract6ristique r6siduelle 2 sont pr6sentbs de fa~on analogue. 
Les tableaux que nous obtenons nous permettent de d6terminer, en fonc- 
tion de K, la valeur maximale que peut prendre xposant v(N), et, lorsque 
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E a potentiellement bonne r6duction, la valeur maximale de l'exposant v(A) 
et du rapport v(A)/v(N). On obtient ainsi: 
TH~OR~ME 1. Soit p la caractdristique rOsiduelle de K et soit 2 = v(p) 
l'indice de ramification absolu de K. 
(a) Si p>~ 5, on a v(N)~<2. 
(b) S ip=3,  on a v(N)~<32+2. 
(c) S ip=2,  on a v(N)~<62+2. 
COROLLAIRE. L'exposant de 3 (resp. de 2) dans le conducteur d'une 
courbe elliptique dkfinie sur Q est <~ 5 (resp. <~ 8). 
THI~ORI~ME 2. Conservons les notations du thOorkme 1 et supposons que la 
courbe elliptique E ait potentiellement bonne r~duction (i.e., que j(E) soit 
entier ). 
(a) S ip  >>. 5, on a v(A) <<. 10 et v(/l)/v(N) <~ 5. 
(b) S ip=3,  on a v(A)~<32+ 10 et v(zl)/v(N)<<.9/2. 
(c) S ip=2,  on a v(A)<<.124+6 et v(A)/v(N)<<.4. 
Les courbes elliptiques ~t r6duction multiplicative sont celles dont le type 
de N6ron est Iv, ave v 1> !. Peut-on donner une caract6risation analogue 
des courbes elliptiques E ~t rSduction additive ayant potentiellement 
r6duction multiplicative (i.e., satisfaisant ~ v( j(E))<O)? Une condition 
n6cessaire et suffisante pour que E possSde ces propri6t6s, lorsque la carac- 
t6ristique r6siduelle de K est diff6rente de 2, est que le type de N6ron de E 
soit I*, avec v ~> 1. Cette condition reste n6cessaire s ip est 6gal ~ 2, mais 
n'est plus suffisante. Le tableau V permet d'expliciter ce qui se passe: 
THI~ORI~ME 3. Supposons que la caractdristique rdsiduelle de K soit dgale 
gt 2, et que la eourbe elliptique E ait pour type de N&on I *, avec v >1 1. Soit 
2= v(2) l'indice de ramification absolu de K et (W) un modOle minimal 
de E. Pour que l'on ait v( j (E))< O, il faut et il suffit que l'une des deux 
conditions uivantes oit satisfaite par les coefficients de (W): 
(a) On a v(c4)=4k, v(c6)=6k, v (A)=4k+v+4 et v~>8k-3. 
(b) On a v(c4)=42+2, v(c6)=62+3, v(A)=42+v+6 et v~>82+ 1. 
II est bien connu que, si c4, c6 ont des valuations "assez grandes," 
l'6quation (W) n'est pas minimale. Les tableaux I, III, V permettent de 
pr6ciser le terme "asses grarides" dans la phrase pr6c6dente. 
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THI~ORI~ME 4. Faisons l'une des hypothbses suivantes: 
(a) car R/~R ~ 2, 3 et Ca, c6 sont multiples de ~4, ~6 respectivement. 
(b) car R/~zR = 3 et c4, c6 sont multiples de 9re 4, 277c 6 respectivement. 
(c) car R/rcR = 2 et c4, c6 sont multiples de 16g 4, 32~z 6 respectivement. 
Alors lYquation (W) n'est pas minimale. 
1. Errata dans l'article [1] de Tate 
Nous indiquons ici pour aider le lecteur, quelques erreurs typographi- 
ques relev6es dans l'algorithme de Tate [-1 ], car il nous sert constamment 
de r6f6rence: 
Page 46, 16re colonne et 5~me ligne du tableau: lire E0(k) au lieu de 
F0(k). 
Page 51, ligne 2: lire ~4la4 au lieu de g l ]a  4. 
ligne 3: au lieu de a3,3Y 3 +a3,3Y 3 lire a3,3Y 3. 
ligne 10: au lieu de "A crude estimate gives v = ord A - 3 if I am not 
mistaken" lire: One gets ord A = 6 + v if the residue field R/gR is of charac- 
teristic ¢ 2. (Pour le cas off R/~R est de caract6ristique 2, plus compliqu6, 
voir les tableaux IV et V du pr6sent article). 
ligne 3 du bas: lire nSla6 au lieu de ~31a 6. 
ligne 1 du bas: lire ~4 ~ a4 au lieu de rd ~ a 1 . 
2. Notations 
Comme dans Tate [-1] on introduit les 616ments uivants de R: 
(1) b2=aZ+4a2 
(2) b4=ala3 + 2a4 
(3) b6=a32+4a6 
(4) b8=a2a6-ala3a4+4a2a6+a2a~-a]  
(5) c4=b~-24b 4 
(6) c6=-b3+36b2b4-216b6 
(7) A = -b~b 8 -  8b] -27b~+9b2b4b 6. 
On a les relations: 
(8) 4bs=b2b6-b  ~
(9) 1728A=c 3 -c  2. 
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On ales relations uivantes, entre les nouveaux et les anciens a l, a2, a3, 
a4, a6, b2, b4, b6, b8, apr6s un changement de coordonn6es de la forme (C): 
(10) a] = a 1 q- 2s 
(11) a~=a2-sa l+3r -s  2 
(12) a~ = a 3 q- ral + 2t 
(13) a~ = a 4 --  sa  3 q- 2ra2 - (t + rs) al + 3r 2 -- 2st 
(14) a '6=a6+raa+r2a2+r3- - ta3- t2 - - r ta l  
(15) b~ = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4 
(16) b~ = b 6 + 2rb 4 + r2b2 + 4r 3 
(17) b'4=ba+rb2+6r 2 
(18) b'R=b2+12r. 
I I .  ENONCI~ DES RI~SULTATS 
1. Le corps rOsiduel de K est de caractOristique ~ 2, 3 
(kventuellement Ogale ~ 0) [voir tableau I] 
Dans cette situation il est classique que v(c4), v(c6)'et v(A) suffisent ~t 
d6terminer le type de N6ron de E. Plus pr6cis6ment on a: (voir tableau I). 
2 La caractkristique du corps rksiduel de K est 3 
[voir tableaux II et I I I ]  
I1 s'av6re qu'un m~me triplet (v(c4), v(c6), v(d)) peut intervenir dans 
plusieurs types de N6ron. Lorsque c'est le cas nous indiquons darts la 
septi6me ligne du tableau une condition permettant de caract6riser le type 
de N6ron de la courbe. Nous utilisons pour cela la terminologie suivante: 
nous disons qu'une courbe satisfait ~ la propri6t6 Pi s'il existe x ~ R tel que 
x3-3c4x-2c6=-Omod(27rc i ) .  Nous verrons que cette propri6t6 est 
satisfaite si et seulement si il existe y ~ R tel que y3 + b2 y2 + 8b4y + 16b6 = 
0 mod(rci). 
Nous commen~ons par 6noneer les r6sultats dans le cas particulier off K 
est absolument non ramifi6 sur Q3 c'est-~-dire off v(3)= 1 dans le tableau 
II. Lorsque l'on a K= Q3, V(c4)/> 2, V(C6)= 3, la condition P2 intervenant 
dans le tableau 6quivaut ~: 
C2,3 71- 2 -= 3c4, 2 mod 9 (avec C4, 2 = C4/32 et C6, 3 = C6/33); 
de m~me, lorsque K= Q3, v(c4)/> 4, v(c6)= 6, la condition P5 6quivaut ~: 
c2 ,6+2-  3c4,4 mod 9 (avec C4,4~-C4/34 et c6,6=c6/36). 
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3. La caractkristique du corps rOsiduel de K est 2 
[-voir tableaux IV et V] 
Ici encore, il arrive souvent que le triplet (v(c4), v(c6), v(zl)) ne suffit pas 
distinguer entre les diff6rents cas de Tate (types de N6ron), comme on le 
constate dans les tableaux IV (correspondant au cas off v(2)= 1) et V (cas 
off v(2) est quelconque) ci-apr6s. Les sous-colonnes correspondant & de tels 
triplets sont indiqu6es dans le tableau par un ast6risque (,) sur l'avant- 
derni6re ligne. Les conditions permettant de distinguer entre ces sous- 
colonnes ont des conditions de congruences qui sont 6nonc6es ci-dessous. 
On conserve les conventions du § 2 en ce qui concerne la notation 
E(a; b). 
Conditions upplOmentaires pour distinguer entre les diffOrents cas 
de Tate lorsque le triplet (v(c4), v(c6), v(zl)) ne suffit pas 
[-tableaux IV et V] 
Comment sOparer le cas 3 des cas uivants 
PROPOSITION 1. Soit (W) un modOle de Weierstrass correspondant dans 
le tableau V ~un cas >>. 3 de Tate. Il existe r et t dans R tels que 
7Z I a 4 d- r 2, lz I t2 + a4a2  --  a6.  
So ient  r e t  t a ins i  cho is i s .  S ia  6 q- ra  4 d- r2a2 d- r 3 - ta  3 - t 2 " rta~ est multiple 
de rc 2, on est dans un cas >t 4; sinon, on est dans le cas 3. 
Comment skparer le cas 4 des cas uivants 
PROPOSITION 2. Soit (W) un modkle de Weierstrass correspondant dans 
le tableau V gt un cas >>. 4 de Tate. Il existe r e R tel que l~ la  4 d - r  2. Soit r 
ainsi choisi. Si l' on a v(b 8 + 3rb 6 + 3r2b4 + rab2 + 3r 4) >i 3, on est dans un cas 
de Tate >>-5; sinon, on est dans le cas 4. 
Comment sOparer le cas 6 de Tate des cas suivants 
PROPOSITION 3. Soit (W) un modOle de Weierstrass correspondant dans 
le tableau V ?tun cas >>. 6 de Tate. 
(a) Si la congruence v(b s + 3rb 6 + 3rZb4 -I- r3b2 + 3r 4) >~ 5 n'a pas de 
solution, on est dans le cas 6 de Tate (type I*). 
(b) Si cette congruence a des solutions, soit r l'une d'elles. Il existe 
alors t ~ R tel que v(a 6 -k- ra 4 + rZa2 + r 3 ~ ta3 - t z - rta~) >~ 3. Choisissons 
un tel t. On est dans le cas 6 si l'on a v(a 6 -t-ra4+r2a2 + r 3 -  ta3-- 
tE--rtal) = 3, dans un cas ~ 7 sinon. 
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Comment skparer le cas 7 de Tate des cas uivants 
PROPOSITION 4. Soit (W) un modble de Weierstrass d'une courbe 
elliptique correspondant ~t un cas >>. 7 de Tate. 
(a) II existe r ~ R satisfaisant la congruence 
v(b8 + 3rb6 + 3r2b4 -+- r3b2 -+- 3r 4) 1> 5. 
(b) Soit r ainsi choisi. On est alors dans un cas de Tate >~ 8 si et 
seulement s'il existe s ~ R satisfaisant la congruence 
a2 + 3r - sal - s 2 = 0 mod n2. 
Comment skparer le cas 9 de Tate (type III*) des cas uivants 
PROPOSITION 5. Soit (W) un modkle de Weierstrass d'une courbe ellipti- 
que eorrespondant h l'un des eas de Tate >>. 9 (c'est-gt-dire type III*, II* ou 
~quation de Weierstrass non minimale). On n'est pas dans le cas 9 de Tate 
si et seulement s'il existe r satisfaisant v(b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4)/> 7. 
Comment distinguer entre le cas 10 de Tate et le cas non minimal 
(A) Le cas v(c4) /> 42 + 4, v(A),.<42+8. 
PROPOSITION 6. Soit (W) un modkle de Weierstrass d'une courbe ellipti- 
que E dans le cas 10 ou dans le cas d'Oquation on minimale et b2, b4, b6, 
b8 relatifs ~ (W). Supposons v(c4) 1> 42 + 4, v(A) <<. 42 + 8. II existe r ~ R tel 
que v(b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4) >~ 8. Soit r ainsi choisi. Alors (W) est 
une Oquation non minimale s'il existe x ~ R satisfaisant 
~c2z+6lb 6 + 2rb4 + rab2 + 4r 3 -x  2 
et on est dans le cas 10 de Tate sinon. 
(B) Le cas off /)(C4)~ 42. 
PROPOSITION 7. Soit (W) un modOle de Weierstrass d'une courbe 
elliptique E dans un cas >~ 10 de Tate. avec v(c4) ~< 42. 
(a) II existe r tel que v(b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4) >~ 8. 
(b) Soit r ainsi ehoisi. Il existe t tel que v(a 6 -}- ra 4 + r2a2 + r 3 -- ta 3 -- 
t 2 - -  rtal) >>. 5. 
Si on a v(a6 + ra4 + rZa2 + r 3 - t 2 - ta3 - rtal) ~ 6, alors l'Oquation (W) de E 
n'est pas minimale. Sinon, on est dans le cas 10 de Tate. 









A~ A~ A~ 
A~ 




tr~ ¢e3 Lr~ ~ ~.  
¢.q Lr~ ¢¢3 ¢-q 
A~ 
A~ 















..-.., .~  
,,// 





































+ + + 































SUR LA CLASSIFICATION DE NI~RON 
Ak 
-16 
'~1" tt~ "~1" ~"  (",1 
~ kO kO kO 
AX 
A~ 
0 Ak Ak Ak 













































,,¢ ~ ,.o 




v/ ++~ ~ ~" 
4-- 
v/ ~ + 




SUR LA  CLASS IF ICAT ION DE NI~,RON 131 
A 
,.,4 o ~ 
z ..8 
-F 
+++~ ~ + 
+ 
~ m + 
+ ~" 
W 
~++~ ~ + 
+~ 
.+  
~ + v /  




~v/  ~ 
~" + 
V/ + < ~" 
~v/  q" 
v; 




~' ~ v/ 




+ ~- I '~l" 
+ 
t---i 





+ + W 
+ 
~l~ W "~" ~I  ~ ~ +
i 





+ W W 
I 
° °i! 




+ ~ + + 
A~ 




+ ~ v/ 
~ v/ 
r~ 










~ leq  
+ + 




eq ~ + + 
~ + v/ 
t., ~.~ '~ O 
SUR LA CLASSIF ICATION DE NI~RON 1"33 
+ 
+ 
+ ,,~ ? 
~o V/ 
























~~ ° ~i ~ ?~"e 
641/44/2-2 
134 IOANNIS PAPADOPOULOS 
II I .  DI~MONSTRATION DES RI~SULTATS POUR 
CAR(R/1~R) ¢ 2, 3 (TABLEAU I) 
Les 6noncbs du tableau I rbsultent directement des formules (1) ~t (9) de 
l ' introduction, et du bas du tableau dans l'article de Tate [1 ]. 
On va n6anmoins discuter ici les cas 6 et 7 de l 'algorithme de Tate, car 
les r6sultats dans ces cas ne sont pas d6montr6s en d&ail dans [1], et 
certains d'entre eux restent valables en toute caract6ristique, ce qui nous 
permettra de les utiliser plus loin. 
Cas 6 de l'algorithme de Tate (courbes de type I*): Choisissons un 
mod61e de la courbe satisfaisant aux conditions de l 'algorithme de Tate. 
On a: rclal,a2 n21a3, a4 lZ31a6 et le polyn6me P(T)=T3+a2.1T2+ 
a4. 2 T-t-a6, 3 (O1] l 'on a pos6 a i= lrmai.m) a des racines distinctes modulo n. 
Cette derni6re condition 6quivaut ~ D ~ 0 mod re, en posant 
D_a 2 2 3 3 _ 27a62,3 +
- 2,1a4,2-4a4,2-4a2,1a6,3 18a2,1a4,2a6.3. 
On a les  congruences modulo  n 
b2.1 - 4a2, a ; b4, 2 ~ 2a4, 2 ; b6, 3 = 4a6, 3 ; bs, 4 -= 4a2,1 a6, 3 -- a], 2 
d'ou l'on d6duit A = 16~r6Dmodn 7 d'apr6s (7), et donc v (A)=6 si car 
(R/rcR) ~ 2. 
Quand car(R/foR)~ 2, 3 on en d6duit que l 'on a v(c4)= 2 et v(e6)>~ 3, 
ou bien v(e4)~>2 et v(e6)=3,  d'apr6s les formules (5), (6) et (9) de 
l' introduction. 
Cas 7 de l'algorithme de Tate (courbes de type I* ,  v > 0). Nous suppo- 
sons pour commencer (R/rrR) de caractgristique quelconque. 
PROPOSITION 1. 
admet un rnodkle de Weierstrass 
y2+alxy+a3y=x3+a2x2-}-a4x+a6, lER 
tel que re] al, v(a2) = 1 et que: 
(a) si v=2n-3  (avee n>>.2), on ait 
7zn]a3, 7zn+l]a4, rc2"la6, v(b6)=2n et v(b8)=2n + 1; 
Soit E une courbe elliptique de type I* (v >0).  Elle 
(b) si v=2n-2  (avee n>~2), on ait 
~z"+lla3, 7rn+lla4, rc2"+lla6 et v(bs)=2n+2. 
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Dkmonstration. D'apr6s l 'a lgorithme de Tate, il existe un entier n >/2 et 
un mod61e de Weierstrass de la courbe ell iptique satisfaisant l 'une des deux 
condit ions suivantes: 
(a) On a ~ la l ,  7~[a2, ~2~a2, 7~n[a3, ~n+lla4, ~2n[a6, le polyn6me 
y2 + a3.n y_  a6,2 n a deux racines distinctes modulo  rc et on a v = 2n - 3. On 
a dans ce cas a 2 +4a6,2n~0modn,  d'ofl v(b6)=2n. Comme on a 3,n 
2 b8 = a~a6 - ala3a4 q- a2b 6 --  a~ et que a la6,  ala3a4, a ] sont de valutations 
~>2n+2,  on a v(bs)=2n+ 1. 
(b) On a ~lal ,  ~[a2, rt2~'a2, 7~n+l[a3, 7¢n+lla4, 7"¢2n+lla6, le poly- 
n6me a2,1X2q - a4 ,n+lXq-a6 .2n+l  a deux racines distinctes modulo  net  on 
a v=2n-2 .  Dans ce cas on a a 2 4, .+1- -4a2 ,1a6 ,zn+l  ~ 0modTt,  d'ofl 
v(a]-  4a2as) = 2n + 2. Comme on a b8 = a~a6- ala3a4 + 4aza6 + a2a~ - a 2 
et que aZa6, ala3a4, a2a~ sont de valuat ion ~>2n+3,  on a v(bs)=2n+2. 
COROLLAIRI~. Supposons E de type I* et car(R/~R) ¢ 2. Alors v(c4)= 2, 
v(c6) = 3 , v(A)=v+6. 
DOmonstration. Choisissons un mod61e de Weierstrass atisfaisant aux 
condit ions de la proposi t ion 1. Nous avons v(a2)= v(4a2)= 1 et v(a21)= 
2v(a0 >~ 2, doric v(b2) = 1 et v(b 2) = 2. Mais v(24b4) ~> 3 fi cause des condi- 
tions (a) et (b) de la proposit ion. Donc  v(c4) = 2. M~me raisonnement pour  
v6rifier que v(c6)= 3. En ce qui concerne v(A), d'apr6s la proposit ion:  
(a) S iv  = 2n-3  alors rc "+1 divise ala3 et a 4 et doric/~(b4) ~> n + 1 et 
v(8b34)>,3n+ 3. Compte tenu du fa i t  que v(b2): 1 et /~(b6)=2n on a 
v(9bzb4b6)/> 3n+ 2. Comme v(b8) = 2n + 1 on a v(b~b8) = 2n + 3. I1 en 
r6sulte que v(A) = 2n + 3 = v + 6 d'apr6s (7). 
(b) Si v=2n-2 ,  alors rc"+21ala3, rc "+1[a4 et donc v(b4)>~n+ 1; on 
2 d'ofl v (b6) />2n+ 1 et donc v(27b 2)/> a en outre /~2n+lla 6 et 7cZn+21a3, 
4n+2.  On a encore v(9b2b4b6)>~3n+3 et comme v(b2)= 1 et v(b8)= 
2n+2,  on a v(b~bg)=2n+4. I1 en r6sulte que v(3)=2n+4=v+6.  Le 
corol laire est 6tabli. 
IV. DI~MONSTRATION DES RI~SULTATS OBTENUS POUR car(R/nR)= 3
(TABLEAUX I I  ET I I I )  
1. Calcul de v(c4), v(c6), v(A) 
On d6montre ici les r6sultats du tableau II I .  Les r6sultats du tableau I I  
en d6coulent comme cas partieul ier avec 2 = 1. 
Dans ce paragraphe,  les a l ,  a2, a3, a4, a6, b2, b4, b6 sont relatifs ~ un 
mod61e de Weierstrass atisfaisant aux condit ions de l 'a lgorithme de Tate. 
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On pose 






k= v(b2) , m= v(b4), 2=v(3). Des formules (5), (6), (7) et (8) du 
d6duit immhdiatement les relations (A), (B), (C), (D) respective- 
v(c4) >~ min(2k, 2 + m) 
/)(C6) ~ min(3k, 22 + k + m, 32 + v(b6) 
v(d) ~> min(2k + v(bs), 3m, 32 + 2v(b6), 22 + k + m + v(b6) ) 
v(b8) ~> min(k + v(b6), 2m). 
Chacune de ces in6galit6s devient une 6galit6 lorsque parmi les termes 
dans la parenth6se du c6t6 droit, l'un est strictement inf6rieur aux autres. 
Dans les d6monstrations suivantes, les informations ur v(c4) et v(c6) 
sont d6duites de (A) et (B) respectivement, celles sur v(d) sont d6duites de 
(C) fl l'aide de (D), sauf mention du contraire. Les cas ci-dessous ont 
num6rot6s comme dans l'algorithme de Tate. 
ler cas. Hypothkses: n)/d. On a donc v(d)=0. Si 0~<k<2 on a 
v(c6)-- 3k et v(c4) ~ E(2k; 2) d'apr6s (9). Si k >i 2, on a v(c6) ~> 32, d'ofl 
v(c4) = 2 d'apr6s (9). 
2kme cas. Hypothkses: v(A)= v> 0; n] a3, aa, a6; rC ~ b a. Cons6quences: 
0(174) =/)(C6) = O. 
3 Ome cas. HypothOses: ~z Id; zc ] (/3, a4, a6; 7~ Ib2; ~2 ~ a6" Cons6quences: 
k=v(b2)>t 1; m=v(b4)>1 1; v(b6)= 1. 
On consid~re l s possibilit6s uivantes: 
(i) l~<m~<k~<2: v(c4)~E(2k;2+m); v(c6)=3k; v(bs)>~m+l; 
v(d) = 3m. 
(ii) 1 ~<m~2<k:  v(c4)=d~q-m , v(c6)-----3d, q-1; et de (9) on dhduite 
v(d) = 3m. 
(iii) 1 <~k<m et k~2:  v(c4)=2k; v(c6)=3k; v(bs)=k+ 1; v(d)= 
3k+ 1. 
(iv) 2<k et 2<m:  V(C4)>~2d, q-1; V(C6)=32q- l; et de (9) on dhduit 
v(d) = 22 + 2. 
4kme cas. Hypothkses: hid;/rib2; 7cla3, a4; rc2la6; n3~bs. Conshquen- 
ces: k = v(b2) ~> l; v(b6) >/2; v(b8) = 2; et d'apr6s (D) m = v(b4) = 1.
(i) 1 ~<k~<2: v(c4)~E(2k;2+ 1);v(c6)=3k; v(d)= 3. 
(ii) 2<k:  v(c4)=d.-}- 1; v(c6) /> 32 q- 2, v(d)=3. 
5kme cas. Hypothkses: hid;  zclb2; ~z[a3,a4; ~z21a6, 7z31b8, 7~3~b6 • 
Cons6quenees: k = v(b2) ~> 1; v(b6) --- 2; et m = v(b4) >>. 2. 
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(i) 2-..<m-..<k-..<2: On a v(cn)~E(2k;2+m); v(c6)=3k; v(b8)>~ 
m + 2; v(A) = 3m. 
(ii) 2~<m~<2+l~<k:Onav(ca)=2+m;v(c6)=32+2etde(9)on  
d6duit v(A) = 3m. 
(iii) l<<.k<m et k~<2: On a V(Ca)=2k; v(c6)=3k; v(b8)=k+2; 
v(A) = 3k + 2. 
(iv) 2+2~<met  2+l~<k:  On'a V(Ca)1>22+2;v(c6)=32+2;etde  
(9) on d6duit v(A)= 32+4. 
6kme cas. Hypothkses: ~IA; Trial,a2; 7~21a3, a4; 7z31a6 et le polyn6me 
P(T)=T3Wa2,1T2Wan,2T+a6,3 (notations de Tate [1]) a des racines 
distinctes. Cons6quences: k = v(bz) >>. 1; m = v(b4) t> 2; v(b6) ~> 3; v(b8) t> 4 
et v(A)= 6 (La d6monstration de cette derni6re 6galit6 a 6t6 faite en III). 
k= 1: On a v(c4) =2;  v(c6) = 3. 
2 ~< k ~< 2: On a d'apr6s (C) m = 2, puis v(c4) ~ E(2k; 2 + 2) et 
(i) 
(ii) 
U(C6) = 3k. 
(iii) k > 2: On a m = 2 d'apr6s (C), puis V(C4) = 2 -~- 2; V(C6) ~ 32 + 3. 
7Ome cas. D6j~t rait6 en III (voir corollaire de la proposition 1 du III). 
8brae cas. Hypothkses: zclal; ~21a2; rc21a3; /r31a4; /1;4[a6 et la 
congruence y2+a3,2y-a6,4=-O a des racines distinctes (notations de 
Tate [1 ]). Cons6quences: k = v(b2) >~ 2; m = v(b4) ~> 3, v(b6) = 4. 
(i) 3 ~< m ~< k + 1 ~< 2 + 2: on obtient v(c4) ~ E (2k; 2 + m); v(c6) = 
3k; v(bs)>>.m+ 3; v(A)=3m. 
(ii) 3 . .<m-~<2+2<k+ 1: on obtient V(Ca)=2+m; v(c6)=32+4;  et 
de (9) on d6duit v(A)= 3m. 
(iii) 3~<k+l<m et k+1-~<2+2: V(Cn)=2k; v(c6)=3k; v(b8)-- 
k+4;  v(A) = 3k+4.  
(iv) 2+2<m et 2+2<k+ 1: v(c4) j>22+3; v(c6)=32+4;  et de (9) 
on d6duit v(A) = 32 + 8. 
9Ome cas. HypothOses: tr ial ;  lr21a2; rc3la3; rc3]a4; /rSla6; 7z4~a4 . 
Cons6quences: k = v(b2) ~> 2; m =/)(b4) = 3; /~(b6) ~ 5; v(bs) = 6. On  obt ient  
immediatement d'apr~s (C), v(zt)= 9. On consid~re deux possibilit6s: 
(i) 2-..<k-..<2+ 1: on a v(c4)~E(2k;2+3); v(c6)=3k. 
(ii) k>2+l :  on a v (c4)=2+3 , et v(c6)/>32+5. 
lOkme cas. Hypothkses: Trial; 7r2[a2; 7r31a3; ~41a4; ~zSla6, ~6~a 6. 
Cons6quences: k = v(b2) >~ 2; m = v(b4) >t 4; v(b6) = 5; v(bs) >~ 7. On 
consid+re les possibilit6s: 
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(i) 4 ~< m ~< k + 1 ~< 2 + 2: On obtient v(c4) E E(2k; 2 + m); V(C6) = 
3k; v(bs)/> m + 4; v(A) = 3m. 
(ii) 4~<m~<2+3~<k+ 1: On obtient v(e4)=2+m; v(e6)=32+5;  et 
de (9) on d6duit v(A)= 3m. 
(iii) 3 ~< k + 1 < rnet k + 1 ~< 2 + 2: On obtient v(c4) = 2k; V(C6) = 3k; 
v(b8)=k + 5 et v(A)= 3k + 5. 
(iv) 2+3~<k+1 et 2+3<m:  On obtient v(c4)~>22+4; v(c6)= 
32+5;  et de (9) on d6duit v (A)=32+ 10. 
Equation de Weierstrass non minimale. Hypothbses: zr[al; rc2la2; lr3]a3; 
g4 [ a4; g6la 6. Cons6quences: k = v(b2) >>. 2; m = v(b4) >~ 4; v(b6)/> 6. 
(i) 4~<m~<k+l~<2+2:  v(c4) 6 E(2k; 2 + m); v(c6)= 3k, v(bs) >~ 
m + 4; v(A) = 3m. 
(ii) 4~<m~<2+3~<k+l :  v(e4)=)~+m; v(c6)>/3)~+6; et d'apr6s 
(9), on a v(A)=3m. 
(iii) 3~<k+l<m et k+1~<2+2:  v(c4)=2k; v(c6)=3k; v(b8)/> 
k+6;  v(A)>~ 3k +6. 
(iv) 2+3~<k+1 et m>~2+4: v(c4)~>22+4; v(c6)>~32+6; et 
d'apr6s (9) v(A) >~ 32 + 12. 
2. Conditions uppl~mentiares pour distinguer entre 
les premikres colonnes des types II, III, IV, I*, IV*, III*, II* 
et non minimale du tableau III (et done entre les premiOres colonnes des 
types II, III et IV*, III* du tableau II) (car(R/foR)= 3) 
Nous supposons dans tout ce num6ro que E est une courbe elliptique 
correspondant & l'une des colonnes indiqu6es dans le titre. En particulier, 
il existe des entiers k et m tels que v(e4)eE(2k;2+m),  v(c6)=3k; 
v(A) = 3m. 
LEMME 1. Pour tout x on a lYgalitO: 
X 3 - -  3C4X - -  2C 6 = (X - -  b2)  3 -'[- 3b2(x  - b2)  2 + 72b4(x - -  b2)  + 432b6. 
DOmonstration. Posons P(x)=x3-3c4x-2c6  . I1 suffit de remarquer 
que P(b2)= 432b6, P'(b2)= 72b4 et P"(b2)= 662, et d'appliquer la formule 
de Taylor. 
Disons que la courbe E satisfait & la propri&6 Pi s'il existe x ~ R tel que 
X 3 - -  3C4X - -  2e 6 =- 0 mod(277~i). 
Disons que la courbe E satisfait ~i la propri6t6 T~ s'il existe y ~ R tel que 
y3 + b2 y2 + 8b 4 y + 16b6 = 0 mod(~ci). 
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LEMME 2. Pour chaque i ~ N la conditions Pi kquivaut h la condition Ti. 
Dkmonstration. D'apr6s le lemme 1, dire que P~ est satisfaite, 6quivaut 
fi dire qu'il existe z E R tel que 
z 3 + 3b2 z2 + 72b4z + 432b 6 - 0 mod(277ri). 
Un tel z est n6cessairement multiple de 3, et P~ 6quivaut donc ~t: il existe 
y ~ R tel que 
y3 + b2y2 + 864y + 16b6 ~ 0 mod(rci). 
PROPOSITION. Supposons m >1 1 (resp. >~ 2; resp. >~ 3; resp. >~ 4). Alors E 
satisfait ?t la condition P2 (resp. P3; resp. Ps; resp. P6) si et seulement si on 
est dans un cas de Tate >~ 4 (resp. >~ 6; resp. >~ 9 resp. si et seulement si 
l'dquation de Weierstrass n'est pas minimale). 
Ddmonstration. Choisissons un mod61e de E satisfaisant aux conditions 
de l 'algorithme de Tate. En particulier on a k = v(b2) et m = v(b4) d'apr6s 
le § 1. Supposons m = v(b4)/> 1. D'apr6s le tableau on est dans un cas ~> 3, 
donc v(b6)t> 1 (voir [1 ] )  et k= v(b2)/> 1. Si P2 est v6rifi6e, la congruence 
y3+b2y2+8b4y+16b6-OmodOz2 ) a une solution y dans R d'apr6s 
lemme 2. On a v(y)>>. 1, Coil v(b6)/>2. Inversement si v(b6)>/2 , y=0 
satisfait la congruence pr6c6dente. Or v(b6)~> 2 6quivaut /t dire qu'on est 
dans un cas de Tate ~> 4. 
Supposons m = v(b4) ~> 2 et supposons que E satisfasse/t P2. D'apr6s ce 
qui pr6c6de et le tableau, on est dans un cas ~> 5 donc v(b6)/> 2 (voir [1] )  
et k = v(b2)/> 1. Si P3 est v6rifi6e, la congruence y3 + bzy2 + 8b4y -F 16b 6 -= 
0 mod(zc 3) a une solution dans R, on a v(y)/> 1 d'ofi v(b6)/> 3. Inversement 
si v(b6)/> 3, y = 0 satisfait & la congruence. Or v(b6)/> 3 ~quivaut fi dire 
qu'on est dans un cas de Tare ~> 6. 
Supposons v(b4) = m i> 3, et supposons que E satisfasse/t P3. D'apr6s ce 
qui pr6c6de et le tableau, on est dans un cas ~> 8, donc v(b6)>_-4 (voir [1] )  
et k=v(b2)>>.2. Si p5 est satisfaite, la congruence y3+b2yZ+8b4y+ 
16b6-~0mod(Tr 5) a un solution dans R. On a v(y)>~2, d'ofi v(b6)~>5. 
Inversement si v(b6)/>5 , y=0 satisfait /t la congruence. Or v(b6)~5 
6quivaut ~ dire qu'on est dans un cas ~> 9. 
Supposons finalement que m = v(b4)/> 4, et supposons que E satisfasse fi
Ps. D'apr6s ce qui pr6c+de et le tableau, on est dans un cas ~> 10, doric 
v(b6)~>5 (voir [1] )  et k=v(b2)>>.2. Si P6 est v6rifi6e la congruence 
y3 + b2 y2 + 8b 4 y + 16b6 - 0 mod(/r 6) a une solution dans R. On a v(y) >~ 2 
d'ol~l v(b6)t> 6. Inversement si v(b6)~ 6, y = 0 satisfait la congruence. Or 
v(b6)/> 6 6quivaut g dire que l '6quation de Weierstrass n'est pas minimale. 
COROLLAIRE 1. Supposons K=Q 3. La condition P2, permettant de 
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distinguer entre la premikre colonne du type I I  et la premibre colonne du type 
I I I  (voir tableau I I)  Oquivaut ?t la condition: les entiers C4,2=C4/32 et 
C6. 3 = C6/3  3 vOrifient C62,3 "~- 2 = 3c4,  2 mod 9. 
DOmonstration. Rappelons que dans les colonnes concern6es, on a 
v(c4) ~>2, v(c6)= 3. On a les  6quivalences successives: 
P2 <=~ il existe x ~ R sat i s fa i sant  x 3 - -  3c4x -- 2c6 - 0 mod 3 5 
¢~, il existe y E R satisfaisant y3 _ 3c4,2 y - 2c6,3 - 0 mod 9. 
Posons P(y)=y3-3c4,2y-2c6,3.  Si y~Z3 v6rifie P (y ) -0mod9,  on a 
y_y3__c6 ,3mod3,  d'ofi y3~__c3,3mod9 et O=P(y) -P ( -c6 ,3 )  
rood 9. Ainsi on a 
P2 ¢¢" P(-C6,3) ~ 0 mod 9 ,¢~ C6, 3 (C2,3 "~- 2 - 3C4,2) ~ 0 mod 9 
d'ofi le corollaire, puisque c6,3 ~0 mod 3. 
COROLLAIRE 2. Supposons K= Q3. Alors la condition P5 permettant de 
distinguer entre la premiOre colonne du type IV* et la premibre colonne du 
type I I I*  (tableau I I) kquivaut ?t la condition que les entiers c4, 4 = C4/34 et 
c6, 6 : C6/3  6 vOrifient C2,6 -[- 2 - 3c4,  4 mod 9. 
La d6monstration du corollaire 2 est analogue fi celle du corollaire 1. 
V. DEMONSTRATION DES RESULTATS POUR 
CAR(R/7~R) = 2 (TABLEAUX IV ET V) 
1. Calcul de /)(C4) , U(C6) , v(A) 
Rappelons que 2 d6signe le nombre v(2), off vest la valuation normalis6e 
de K. Le tableau IV se d6duit du tableau V comme le cas particulier off 
2=1.  
II est parfois utile, lorsque car R/rcR = 2, d'6crire A sous la forme: 
(19) A = (b2a4+b6) 2+ala3b6b 2-8b~-28b62+8b264b6-b3a6+ 
b~ala3a4- b2a2a~. 
Les valuations de b2, b4, b6, b8 sont obtenues dans ce qui suit en 
utilisant respectivement les formules (1), (2), (3), (4) de l'introduction. 
Les valuations de c4, c6, et A sont obtenues en utilisant respectivement 
les formules (5), (6) et (7) de rintroduction sauf mention du contraire. 
Finalement, dans les d6monstrations, les diff6rents cas (types de N6ron) 
sont num6rotbs comme dans l'article [-1 ] de Tate. Par exemple le 1 er cas 
de Tate concerne les courbes de type Io, le 26me cas, celles de type I v, etc. 
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I er cas. Hypothkses: rt ~ A. On a donc v(A)= O. 
(a) Supposons v(a~) < 2. On a v(b2) = 2v(al); v(b4)/> v(al); v(c4) = 
4v(al); v(c6) ~ E(6v(a~); 32) d'apr6s (9). 
(b) Supposons v(al)>~2. On a v(b2)>~22; v(b4)>~2; v(c4)>~42 et, 
d'apr6s (9), v(c6)= 32. 
2kme cas. Hypothkses: zc[ A; ~[a3, a4, a6; ~ ~ b2. Consequences: 
1(C4)=V(C6)=0; u (A)=•>0.  
3kme cas. Hypothbses: r~[A; rC] a3, a4, a6; zc[ b2; Tc 2 ~ a 6. Cons6quences: 
v(al) >/1; v(b2) >~ 2; v(b4) i> 2; v(b6)/> 2; v(bs)/> 2. On consid6re les 
possibilit6s: 
(a) v(b2) ~> 2v(a3) et 2 >/v(a3). On a alors v(b4)/> v(a3) + 1; v(b6) = 
2v(a3) et v(A)=4v(a3) d'apr6s (7). 
• Si l'on a v(a l )<2 , on a v(b2)=2v(al)<22 etdonc v(a3)<~v(al); 
v(c4) = 4v(al) et v(c6) 6 E(6V(al), 32 + 2v(a3)) d'apr6s (9). 
• Si v(al)>12 on obtient v(b2)>~22; v(b4)>2; v(c4)>/42 et 
O(C6) = 32 + 2v(a3) d'apr6s (9). 
(b) v(b2) <~ 22 et v(b2)< 2v(a3). Ces conditions impliquent que v(b2) 
est de la forme 2k, avec 1-,<k-,<2 et que l'on a v(b6)>~v(b2)+l; 
v(al) ~ v(b2)/2; v(a~) >1 2k+2 = v(b2)+2; v(b4) /> v(b2)/2+ 1; 1)(6'4) = 
21)(b2) = 4k. On a donc les in6galit6s uivantes, concernant les valuations 
des diff6rents termes de A dans la formule (19) 6nonc6 plus haut: 
v(a~a3b6b2) >~ 3v(b2) + 2; 1)(8b43) >~ 3v(b2) + 3; v(28b62) /> 3v(b2) + 2; 
v(8b2b4b6) >/4v(b2) + 2; v(b3a6) = 3v(b2) + 1; v(b~ala3a4) >/3v(b2) + 2; 
v(b~a2a~) >>. 3v(bz) + 2. On conclut alors que: 
• Si v((b2a4+b6)2)<~3v(b2), on a v(A)=2m off m=1)(b2a4Wb6). 
On a v(b2) + 1 <~ 1)(b2a 4-b b6) ~< 3v(b2)/2, c'est-~-dire 2k + 1 ~< m ~< 3k. On a 
1)(6'6) ~ E(6k; 32 + m) d'apr6s (9). 
• Si 1)(b2aa+b6)2>3v(b2), on a v(A)=3v(b2)+ 1 =6k+ 1 et on a 
1)(c6) = 6k d'apr6s (9). 
(c) v(b2)>22 et 1)(a3)>2. On obtient v(bz)~22+l; v(b4)/>2+l; 
v(b6)=22+ 1 et donc 1)(A)=42+2 d'apr6s (7). On obtient 1)(c4)>/42+ 1,
et 1)(c6) = 52 + 1 d'apr6s (9). 
4kme cas. Hypothkses: rclb2 (donc zclal); rc[a3, a4; rc2la6; v(b8)=2. 
Cons6quences: v(b2)/> 2; 1)(b4) ~> 2; 1)(b6)/> 2. 
(a) Supposons 1)(b2)<~ 22. On a alors v(b2)= 2k avec 1 ~< k ~< 2. On a 
v(a~)>~k; 1)(b4)>>.k+ l; v(c4)=4k. On a v(bZbs)=4k+2, v(b2b4b6)>~ 
2k + 2 + v(b6) > min(4k + 2, 1)(b2)), 1)(8b 3) ~> 6k + 3 > 4k + 2. 
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Compte tenu de ces in6galit6s et de (7), deux cas sont possibles: 
(i) On a v(b2)<.G4k+2; Cela implique v(b6)<~2k+ 1 ~<22+ 1. On 
en d6duit que l'on a v(b6)=2m avec m=v(a3) et 1 <~m<~k. On a dans ce 
cas: v(A) = v(b 2) = 4m et v(c6) ~ E(6k; 32 + 2m) d'apr6s (9). 
(ii) On a v(b2)>4k+2; dans ce cas on a v(A)=4k+2 et 
v(c6) ~ E(6k; 32 + 2k + 1) d'apr6s (9). 
(b) Supposons v(b2)>~22+ 1. On a donc v(al)~>2; v(b2b6)>~22+3 
et v(4b8) = 22 + 2, d'ofi v(b 2) = 22 + 2 d'apr~s (8), et v(b4)  -- 2 q- 1. On en 
d6duit v(c4) = 42 + 1. Trois cas sont possibles: 
(i) On a v(a3)~< 2. Dans ce cas on a v(b6)~--2m off m = v(a3) et 
1 ~<m~<2. On a v(A)=4m d'apr6s (7) et v(c6)=32+2m d'apr6s (9). 
(ii) On a 2+ 1 ~<v(a3) et v(b2a 4 +b6)~ 32+ 1. On obtient: 
v(b6)~>22+2; v(ala3b6b2)>/62+4; v(8b3)=62+3;  v(28b62)~>62+4; 
v(Sb2b4b6) >~ 82 + 4; v(b3a6) >>. 62 + 5; v(b~a,a3a4) >>- 62 + 4 et v(b~aza~) >>. 
62+4.  On a done, d'apr6s (19), v(A)=v(bza4+b6)2=2m avec 22+2~< 
m ~< 32 + 1, et on a v(c6) = 32 + m d'apr6s (9). 
(iii) On a v(a3)~>2+ 1 et v(b2a 4+b6)1>32+2. On a donc 
v(b6) /> 22 + 2. TOUSles termes de A dans (19) ont une valuation sup&ieure 
ou 6gale fi 62 + 4, sauf le terme 8b ] dont la valuation est 62 + 3. On a done 
v (A)=62+3 et on a v(c6)~>62+2 d'apr6s (9). 
5~me cas. Hypotheses: 7rlA; ~[b2; /z[a3, a4; ~2[a6; ~3[b8, //:3~b 6. 
Cons6quences: v(al)/> 1; v(b2)/> 2; v(b4)/> 2; v(b6) = 2; v(bs) ~> 3. 
On d6duit v (A)=4 de (7). 
(a) Supposons v(al)~<2. On a alors v(b2)= 2v(al), v(c4)=4v(al )  et 
v(c6) ~ E(6v(al); 32 + 2) d'aprbs (9). 
(b) Supposons v(a,)~>2. Si v(b2)=22, on a v(c4)=42; sinon on a 
v(b2)>~22+l,  d'ofi, puisque b]=bzb6-4bs, v(b2)~>22+3 et v(b4)~> 
2+2,  ce qui entralne v(c4)~>42+2. Dans chacun des deux cas, on a 
v(c6) = 32 + 2 d'apr6s (9). 
6kme cas. Hypothkses: ~r[d; re[a1, a2;  /r2[a3, a4;  /r3[a6 et le polyn6me 
P(T)  = T 3 + a2.1 T2 q- a4,2 Tq- a6.3 (notations de Tate [ 1 ])  a des racines 
2 2 3 _4a23, distinctes. Cette derni6re hypoth6se 6quivaut fi az, l a4, 2 -4a4,  z la6,3-  
27a2,3q-18a2,1aa,2a6,3~O(~) c'est-fi-dire fi a2 ,2 la4,:2 -- a6,32 ~0mod re, ou 
encore ~ a2,1a4, 2--  a6, 3 ~0 mod 7r. Cela s'hcrit aussi 
(20) v(aza4_a6)= 3,v(a2a42 _a~)=6" 
On considhre les possibiliths suivantes: 
(i) v(a3)<~v(al)<<.2. On a v(b2)=2v(al); v(b4)>~v(al)+l; v(b6)= 
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2v(a3)~<22 donc v(c4)=4v(al) d'apr6s (5); v(A)=4v(a3) d'apr6s (7), et 
v(c6) ~ E(6V(al), 32 + 2v(a3)) d'apr6s (9). 
(ii) v(al)~<2 et v(a,)<v(a3). Nous avons v(bz)=2v(al); v(b4)~> 
v(al) + 2; v(c4) = 4v(al); v(b6) >~ 2v(al) + 2 et done: v(8b 3) >/32 + 3v(al) + 
6 ~> 6v(al) + 6; v(28b62) >t- 22 + 4v(al) + 4/> 6v(at) + 4 et v(8bzb4b6) >132 + 
5v(a~) + 4 ~> BY(a,) + 4. 
Dans l'expression: 
A = (bza  4 + b6) 2 + ala3b2(bza4--[- b6) 
-8b 4-Zgb +gb2b466-b a6-b2a a,  2,
les termes 8b 3, 28b62, 8b2b4b 6ont donc une valuation /> 6v(al)+ 4. Posons 
m = v(b2a4 + b6). On a m/> 2v(al) + 2. Les termes ala3bz(b2a4 +b6), b32a6, 
2 2 -b2a2a 3 ont une valuation >~ 6v(al)+ 3. Distinguons deux cas: 
(a) m<~3v(al)+l. Dans ce eas v(A)=2m. On a encore v(c6)~ 
E(6v(al); 32 + m) d'apr6s (9). 
(b) m ~> 3v(al)+ 2. Dans ce cas, tousles termes de l'expression de A 
ont une valuation >~ 6v(a,)+ 4 sauf -b32a6- bZa2a~ qui s'6crit 
2 2 -b2[al(a6 - aza4) + a2(b6 + b2a4) - 4a~a4]. 
On a 
v[a~(a6-aza4)] =2v(a l )+ 3
v[az(b6+ b2a4)] ~ 3v(al) + 3 
v(4a~a4) ~2v(al)  +4 
done finalement v(3) = 2v(b2) + 2v(al) + 3 = 6v(al) + 3. On a/ ) (c6)  ~- 6v(al) 
d'apr+s (9). 
(iii) v(a l )~>2+l;  v(a3)~<2+l. Nous avons v(b2)~>22+l; v(b4)~> 
2+2;  v(b6)=2v(a3). On obtient v(c4)~>42+2 d'apr6s (5) et v(c6)= 
3)~ + 2v(a3) d'apr6s (6) d'ot~ v(3) = 4v(a3) d'apr6s (9). 
(iv) v(a l )>~2+l;  v(a3)~>2+2. Nous avons alors v(b2)~>22+l; 
v(b6)/> 22 + 3; v(b4) >/,'~ -+- 2; v(b 8) >/4 et done v(8b43) ~> 62 + 6; v(9b 2 b 4 b6) >/ 
52 + 6. On va montrer maintenant que v(-b~b8-27b62) = 42 + 6, et done 
d'apr6s (7) on aura que v(A) -- 42 + 6. 
2 2 Modulo n 4x+7, on a 27b~-bZ=-4a6b6-16a~ et b~bs- -a4b2= 
_4a]a2b2~ 2 2 16a4a 2d'ofi b~b 8 + 27b 2 ~- 2 2 2 
- 16(a 6-a2a4).  D'apr6s la relation 
(20), on a v(b~bs+27b~)=42+6, ce qui prouve notre assertion. Nous 
avons v(b 2) >1 42 + 2; v(24b4) ~> 42 + 2 done v(c4) >i 42 + 2. A l'aide de (9) 
on conelut que v(c6) = 52 + 3. 
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7Ome cas. On ufilise la proposition 1 de III, valable pour le cas 7 de 
Tate (courbes I*, avec v > 0) ind6pendamment de la earact6ristique de 
R/~rR. Selon la proposition, on a deux cas h consid6rer: 
(A) On a v=2n-3  (avec n~>2). La proposition 1 de lII assure 
l'existence d'un mod6le de Weierstrass de E tel que: 
zclai; v(a2)= 1; zr"la3; 7r~+lla4; /r2nla6; v(b6)=2n; v(bs)=2n+ l.
Les relations nn] a3, Ir2n[ a 6 et v(b6) = 2n, impliquent, parce que R/nR est de 
caractbristique 2, que v(a3)= n. 
(i) Supposons v(al)~< 2. Nous avons v(b2)= 2v(a~); v(b4)= v(a~)+n, 
v(c4)=4v(a~) et on obtient: v(bZbs)=4v(a~)+2n+l; v(8b4~)=32+ 
3v(al) + 3n; v(27b 2) = 4n; v(b2b4b6) = 3v(al) + 3n. Compte tenu de (7): 
(a) si n>~2v(al)+l, on a v(A)-=4v(al)+2n+l=4v(al)+v+4 
(et on a v ~> 4v(a l ) -  1). Comme on a v(1728A)/> 6v(a~) + v(d) > 12v(al), 
on d6duit l'6galit6 V(c6)= 6v(a~) de (9). 
(b) si n<~2V(aa), on a v(A)=4n=2v+6 et de plus v<<,4v(al)-3. 
On a v(c6)~E(32 +2n; 6v(al)) d'apr6s (9). 
(ii) Supposons v(a l )~>2+l.  Nous avons v (b2)=22+l ;  v(b4)~> 
2 + n + 1; V(C4) = 42 + 2 et done v(b~b8) = 42 + 2n + 3; v(8b43) >/62 + 3n + 3; 
v(27b 2) = 4n; v(b2bab6) >~ 32 + 3n + 2. 
(a) Si n~>22+2, on a v(A)=42+2n+3=42+v+6 (avee 
v~>42+ 1). On a v (c6)=62+3 d'apr6s (6). 
(b) Si n~22+1,  on a v(A)=4n=2v+6 (avee v~<42-1).  On a 
v(c6) ~ E(62 + 3; 32 + v + 3) d'apr6s (9). 
(B) On a v=2n-2  (avec n~>2). La proposition l du IlI assure 
l'existence d'un modble de Weierstrass tel que 
;rc]al, t~(a2)= i, ~n+l[a3; ~n+l[a4; TC2n+l]a6; 
v(bs) = 2n + 2 (et donc l)(a4) = n + 1 ). 
(i) Supposons v(al)=k~2. Nous avons done v(be)=2v(al); 
v(b4) ~> v(al) + n + 1; v(c4) = 4v(al) = 4k. 
(a) Supposons v(b6)<2v(al)+n+l. On en d6duit d'abord que 
v(b6) = 2v(a3). I1 en r6sulte que v(b~)< v(b2b8); v(b~)< v(8b43); 
v(bZ)<v(9b2b4b6) et done d'apr~s (7), v(A)=2v(b6). De (9) on d6duit 
v(c6)~E(32+v(b6),6v(al)). En posant m=v(a3), on a v(A)=4m, et 
v(c6) ~ E(32 + 2m; 6k) avec n + 1 <~ rn <~ k + n/2, c'est-h-dire v/2 + 2 <~ m <~ 
k + v/4 + l/2. 
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(b) Supposons v(b6)=2v(a~)+n+l. On en d6duit que v(b6)=- 
2v(a3), donc nest  impair (i.e., v multiple de 4) et v(b6)= v(b2an). Dans ce 
cas v(b2a2a 2) est 6gal h 6v(al)-+-n + 2 et est impair, et on a v(ala3b6b2)> 
6v(a~)+n+ 2; v(8b43) > 6v(al)+n +2; v(28b~) > 6v(al)+n+ 2; v(862b4b6) > 
6v(al) + n + 2; v(b3a6) > 6v(al) + n + 2; v(b2ala3a4) > 6v(al) q- n + 2. 
D'apr+s (19) on a: v(A) = 2v(b2a4 + b6) si v(b2a 4 + b6) ~< 3v(a l )  + (n+ 1)/2 
et l 'on a v(Ll) = 6v(a~) + n + 2 si v(b2a 4 q- b6) > 3v(a l )  -+- (t7 q- 1)/2. 
Dans la premi6re possibilit6, on obtient alors, en posant v(b2a 4 .-b b6)= m; 
v(A) = 2rn; v(c6) ~ E(32 + m; 6k) avec 2k + n + 1 ~ m ~ 3k + (n + 1)/2 c'est- 
gt-dire 2k + (v/2) + 2 ~< m ~< 3k + (v/4) + 1. Dans la deuxi6me possibilit6, 
v(A) = 6k + n + 2, c'est-~-dire v(A) = 6k + 3 + (v/2), et / ) (C6)  = 6k d'apr+s (9) 
avec v/4 + 1 <~ k <~ 2. 
(c) Supposons v(b6)>2v(al)+n+l. On a v(b2)>v(b~bs)= 
4v(al)+2n+2. L'hypothbse entraine que 2v(a3)>2v(al)+n+l. On a 
donc  l)(8b34)>v(b2b8); l)(9b26466)>v(b2b8) et donc d'apr6s (7), v (A)= 
v(b2bs) = 4v(al)  + 2n + 2 = 4v(al) + v + 4. On a toujours encore v(c4) = 
4v(al). De (9) il en r6sulte que v(c6)~E(32+2v(aa)+V/2+2; 6v(al)). 
Donc v(A)=4k + v + 4; V(Ca)=4k; v(c6)~ E(32 +2k + v/2 + 2; 6k ) avec 
l~<k~<2. 
(ii) Supposons maintenant que v (a l )~>2+l .  On obtient v(b2)= 
22 + 1. On a v(b4) = J ,+ n + 1 et donc v(c4) = 42 + 2. On a encore 
v(b6)>~2n+2. Regardons les valuations permettant de calculer v(A) 
partir de (7): v(b~b8) = 42 + 2n + 4; v(8b 3) = 62 + 3n + 3; v(27b62) = 2v(b6); 
v(9bzb4b6) = 32 + n + 2 + v(b6). On a donc v(8b43) > v(b2bs). 
Trois sous-cas sont fi consid6rer: 
- -  si v(b6) < 22 + n + 2, on a v(A) = 2v(b6). L'hypoth6se ici implique 
aussi v(b6) = v(a~) ~> 2n + 2. On obtient v(c6) ~ E(32 + v(b6); 62 + 3) d'apr+s 
(9). On a donc en posant m = v(a3) , v(c4) = 42 + 2; v(c6) ~ E(32 + 2m; 
62+3) ;  v (z l )=4m avec v/2+2<~m<~2+v/4+ 1. 
- -  si v(b6) = 22 + n + 2, ceci implique v(b6) = v(a~) = 2v(a3) et n pair 
(donc v(a3) = 2 + n/2 + 1 ) et par suite 2 ~> n/2, i.e., 2 ~> v/4 + 1/2, le nombre 
v(b2a2a2), 6gal ~t 62+5+n,  est impair, et l 'on a v(b2a~a3a4)>~62+5+ 
(3/2)n>62 + 5+n; v(b3a6)>~62 +4+ 2n>62 + 5+n; v(862b4b6)=82 + 
2n+4>62+n+5;  v(2862)=62 +2n+4>62 +n+ 5; v(8634)=62 + 3n+ 
3>62+n+5;  v(a,a3b6bz)>>.62 + 3n/2 + 5 >62 +n+ 5. 
La formule (19) donne v(A ) = v(b2a 4 .-b b6) 2 si 2v(b2a 4 -b b6) < v(b2 a2a 2) ou 
bien v(A)=v(b2aza2), impair. On a donc les possibilit6s: v(A)=2m; 
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22+n+2<..m<<.32+n/2+2 et v(c6)EE(32+m;62+3) d'apr6s (9), ou 
bien v(3) = 62 + n + 5 et  v(c6)  = 62 + 3 d'apr6s (9). 
On a done les deux colonnes: v(c4) = 42 + 2; v(c6) ~ E(32 + m; 62 + 3); 
v(3)=2m avec 22+v/2+3<-..m<...32+v/4+5/2, ou bien v (c4)=42+2;  
v(c6) = 62 + 3; v(3) = 62 + v/2 + 6 avec v ~< 42 - 2. 
- -  si v(b6)>22+n+2, les 6galit6s 6nonc6es au d6but de ce (ii) 
impliquent v(A)=42+2n+4=42+v+6, et de (9) on d6duit v(c6)~ 
E(62 + 3; 52 + v/2 + 3). 
8bme cas. Hypothkses: ~la l ;  7t21a2; 7~21a3; 7~31a4; ~ 1a6; v (b6)=4 (et 
donc v(a3)=2).  On a v(b2)>~2; v(b4)~>3 et v(b6)=4. On a aussi 
v(a~a6)>~6; v(ala3a4)>~6; v(4a2a6)>~8; v(a2a~)>~6; v(a])~>6 et donc 
v(bs) >/6. 
On a donc v(b2bs) >~ 10; v(8b 3) 1> 12; v(27b 2) = 8; v(9b2bnb6) >~ 9 et done 
v(A) = 8 d'apr6s (7). 
(i) Si v(aa)~<2 , on  a v(b2)=2v(al), v(b4)>~v(al)+2 , V(Cn)=4v(al). 
On a v(c6) ~ E(6V(al); 32 + 4) d'apr6s (9). 
(ii) Si v (a l ) J>2+l ,  on a v(b2) j> 22 + 2, v(b4)>~2+3, v(c4)1>42+3 
et v(c6)= 32+4 d'apr6s (9). 
9kme cas. Hypothbses: /~[a l ;  n2[a2; ~3[a3, a4; ~Sla6; 7~4~a4 (donc 
v(a4) = 3 et v(b8) = 6). 
(i) Supposons v(al) ~< 2. Nous avons v(b2) = 2v(al). 
(a) Supposons v(a3)<~v(al)+l. On a v(b6)=2v(a3) et donc 
v(b26) < v(b~bs). On a v(b4) >~ v(a3) + 1 d'ofi v(8b34) > v(b~) et v(9b2b4b6) > 
v(b~). Par suite on a v(3)= v(b~)--4v(a3). On a encore v(c4)=4v(al); on 
a v(c6) ~ E(6v(a 1); 32 + 2v(a3) d'apr6s (9). 
(b) Supposons v(a3)>~v(al)+2. On a v(b4)>~v(al)+3, v(b6)~> 
2v(a~)+4 et donc v(b~)>v(bZbs)=4v(al)+6; v(8b34)>~6v(a1)+9; 
v(9bzb4b6)>~5v(al)+7, et donc v(A)=4v(a~)+6 d'apr6s (7). On a 
v(c4) = 4v(al), d'ofi v(c6) ~ E (6v(at); 32 + 2v(al) + 3) d'apr6s (9). 
(ii) Supposons v (aa)~>2+l  et v(a3)~<2+2. On a v(b6)=2v(a3); 
v(b2)>~22+2, v (b4)=2+3.  On a v (c6)=32+2v(a3)  d'apr6s (6) et 
v(c4) -- 42 + 3 d'apr6s (5). On en d6duit v(3) = 4v(a3) d'apr6s (9). 
(iii) Supposons finalement v(a~) >~ 2 + 1; v(a3) >i 2 + 3. On a v(b2) >/ 
22 + 2, v(b4) = 2 + 3, v(b6) /> 22 + 5, v(c4) = 42 + 3. 
Ecrivons A = -- b32b6/4 +(b2 b4/2 + b6) 2 - 28b~- 8b 3 + 8b2 b4b 6. On calcule: 
v(8b43) = 62+9;  v(b3b6/4) >~ 62+ 11; v(28b62) >~ 62+ 10; v(8b2b4b6) >~ 82+ 10. 
Posons m = v(b2b4/2 + b6). On a m/> 22 + 5. D'apr6s ce qui pr6c6de, on a 
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v(A)=2m si m~<32+4 et v (A)=62+9 si m~>32+5. D'apr6s (9), on a 
v(c6) = m + 32 dans le premier cas, et v(c6)I> 62 + 5 dans le second. 
lOkme cas. Hypothkses: ~]al;  K2la2; ~31a3; ~41a4; 7~51a6; 7~6~a6 
(v(a6) = 5). On en d6duit v(b8)~> 7. 
(i) Supposons v(al)<<.2 et v(a3)<<.v(al)+l. On a v(b2)=2v(al); 
v(b6)=2v(a3); v(bn)>~v(al)+3. On a v(b~)<v(b2b8); v(b~)<v(8634); 
v(b~)<v(b2bab6) et donc on a v(A)=4v(a3) d'apr6s (7). On a 
v(c4) = 4v(al) d'apr6s (5) et v(c6) ~ E(32 + 2v(a3); 6v(al) d'apr6s (9). 
(ii) Supposons v(al)~<2 et v(a3)>/v(al)+2. On a v(b2)=2v(al); 
v(b4)/> v(al) q- 3 et v(b6)/> 2v(al) + 4. Dans l'expression (19) de A, tousles 
termes sauf (b2an+b6) 2 et -b3a6 ont une valuation strictement plus 
grande que 6v(a1)+5, et l'on a v(-b3a6)=6v(aa)+5. On a donc 
v(A) = 2m avec 2v(al) -t- 4 ~< m = v(b2 a4 q- b6) ~< 3v(al) + 2 si v(b2a 4 q- b6) ~< 
3v(a1)+2 et l'on a v(A)=6v(al)+5 si v(b2a4+b6)>~3v(al)+3. Dans 
le premier cas, on obtient v(c6)~E(32+m, 6v(aa)) et dans le second on 
obtient v(c6) = 6v(al) d'apr6s (9). 
(iii) Supposons v(a~)>~2+l et v(a3)~<2+2. On a v(b2)>~22+2; 
v(b6) = 2v(a3) ~< 24 + 4; v(b4) ~> 2 -t- 4. On a /)(c4) ~ 44 + 4 d'apr6s (5); 
"/)(C6) = 32 + 2v(a3) d'apr6s (6) et v(A)=4v(a3) d'apr6s (9). 
(iv) Supposons v(a l )>~2+l  et v(a3)~>2+3. On a v(b2)>~22+2; 
v(b6) = 24 + 5; v(b4)/> 2 -/- 4. On a v(c4)/> 44 + 4 d'apr6s (5), v(c6) = 52 + 5 
d'apr6s (6) et v (A)=42+ 10. 
Equation non minima&. Hypothkses: 7~[al; ~21a2; g3[a3; rc41a4; 
~6[ a6" Cons6quences: v(b2) >~ 2; v(b4) >/4; v(b6)/> 6; v(b8) >>- 8. 
(i) Supposons v(al) + 2 ~< v(a3) et v(al) ~< 4. On obtient v(c4) = 4k; 
comme dans 10(ii), on v6rifie que tousles termes dans l'expression (19) de 
A, sauf peut-~tre (b2a 4-b b6) 2, ont une valuation >/6v(al) + 6. Posons 
m=v(b2a4Wb6) et k=V(al). On a k~<2 et m~>2k+4. Si on a m~<3k+2, 
on a v(A)= 2m et v(c6)~ E(6k; 32 + 2m) d'apr6s (9); si on a m >~ 3k + 3, on 
a v(A) ~> 6k + 6 et v(c6) = 6k d'apr6s (9). 
(ii) Supposons v(a~) ~< 2 et v(a3) ~< v(a 1) q- 1. On obtient v(c4) = 4k; 
v(c6)~E(32+2m;6k); v(A)=4m avec k~<2; 3~<m~<k+l,  exactement 
comme dans 10(i). 
(iii) Supposons v(al)/> 2 + 1; v(a3) ~< 2 + 2. On obtient 0(6'4) ~ 42 + 4; 
/)(C6) = 34 + 2v(a3); v(A)=4v(a3) (d6monstration exactement comme dans 
le cas 10(iii)). 
(iv) Supposons v(a l )~>2+l;  v(a3)~>2+3. On a v(b2)~>22+2; 
v(b8)~>8; v(b6)~>22+6; v(b4)>J2+4 ce qui implique v(A)~>42+12; 
v(c4) >~ 42 + 4; v(c6)/> 52 + 6. 
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2. Conditions supplOmentaires pour distinguer entre 
les diffOrents cas de Tate lorsque 
le triplO (v(c4), v(c6), v(A))ne suff it  pas 
2.1. Comment sOparer le cas 3 des cas suivants 
DOmonstration de la proposition 1 de II, § 3. Remarquons d'abord que 
l'on a r~'l al et ~[a3:  ces conditions sont en effet satisfaites pour un mod+le 
satisfaisant aux conditions de Tate, et par suite pour tout mod61e d'apr6s 
les formules (10) et (12) de I, § 2. Effectuons le changement de variables 
x=x'+r 
(c) 
y = y'  + sx' + t' 
et notons (W')  le nouveau mod61e obtenu. On a d'apr6s les formules (13) 
et (14) 
a~ - a4 + r 2 mod rc 
a'6 ==- a6 q- ra4 q- r2a2 + r 3 - t 2 
=- a 6 - -  a2a  4 - -  t 2 + ( r  + a2) a~ mod re. 
I1 existe un module (W')  tel que rc divise a~ et a~ d'apr6s l'algorithme de 
Tate, donc il existe r et t satisfaisant aux conditions de la proposit ion 1. 
Inversement, supposons que r et t satisfont ces conditions. Choisissons 
s= 0 et effectuons le changement de variable (C). Alors, dans le mod61e 
t t _ _  ! ' - 0 mod zc, et toujours encore al = a3 - (W'), on a: a4 -  0 mod ~, a 6 = 
0 mod zt. D'apr6s l 'algorithme de Tate, on est darts le cas 3 si et seulement 
si v(a'6) = 1, c'est-it-dire rc 2 ~ a 6 + ra 4 -t- r2a2 + r 3 - ta 3 - t 2 - rtal .  
2.2. Comment sdparer le eas 4 des eas suivants 
Ddmonstration de la proposition 2 de II, § 3. Remarquons d'abord que 
ron  a rcla, et rcla 3 pour tout mod61e de E (cf. §2.1). Par cons6quent on 
a v(b2)>>. 2; v(b4)>/1 et v(b6)>/2 pour tout mod61e d'apr6s les formules (1) 
(2) et (3). 
I1 existe d'apr6s ralgorithme de Tate p, s, t tels que le changement de 
variables: 
x=x '+p 
y= y' + sx' + t 
! . ! nous fournisse un mod61e (W')  pour lequel on a rclb;; rcla;; ~la4, g2Jbs, 
et on est alors dans un cas ~> 5 si et seulement si v(b'8)>/3. La relation rcla; 
entra~ne la relation rcla 4 -]- p2 d'apr6s la formule (13). 
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Inversement soit r quelconque, satisfaisant ~ ~zla 4 + r 2. On a successive- 
ment p2 ___ r 2 mod n; p - r mod n; p2 _ r 2 mod ~2; p4 = r 4 mod ~3 et doric les 
6quivalences 
v(b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4)/> 3 
v(b s + 3pb 6 + 3pZb4 + p3b 2 + 3p 4)/> 3 
v(b's) >~ 3 
d'ofl la proposit ion 2. 
2.3. Comment sOparer le cas 6 de Tate des cas suivants 
LEMME. Soit (W) un modble de Weierstrass correspondant dans le 
tableau V ~ un cas >1 6 de Tate. Supposons que l'on ait v(bs) >1 5 et v(a6) ~> 3. 
Alors, on est dans un cas >~ 7 si et seulement si v(a6) ~> 4. 
Dkmonstration. On a n lal et n la3 comme dans la d6monstration du 
§2.1, d'ofi v(b2)/>2, v(b6)~>2, v(b4)>~2 d'apr6s la formule (8). Comme 
nous sommes dans un cas ~> 6, on a v(A)>~ 8. La formule (7) entralne alors 
v(b6) ~> 4, d'ofl v(a3)/> 2. Distinguons deux cas: 
(a) On a v(a2)t> 1. Dans ce cas, vu la formule (4), on a v(a4)>t 3. 
I1 r6sulte de l'algorithme de Tate et du § 1 que l'on est dans le cas 6 si et 
seulement si ~4~ a2a4-  a6, c'est-~-dire si et seulement si v(a6)= 3. 
(b) On a v(a2)=0.  Soit 
x=x '  +r  
y=y '+s+t  
un changement de variables qui fait passer de (W) ~ un mod61e (W') satis- 
faisant aux conditions de Tate d'un cas ~> 7. On a b~ - 3r 4 mod ~, d'ofi ~[r  
et 0 -  a~-  a2-  s 2 mod ~. Notons alors (W") le mod61e d6duit de (W) par 
le changement de variables 
X ~ X tt 
y = y" + sx. 
" -  -- s 2 -= 0 mod it, et a~' = a6, b~' = b8. On conclut en appliquant On a a 2 ----a 2 
(a)/~ W". 
D~monstration de la proposition 3 de II, § 3. (a) Si la congruence de la 
proposit ion 3, (a) n'a pas de solution, il n'existe pas de module de notre 
courbe avec v(b8)>~ 5 d'apr~s (15) et done on est dans le cas 6 de Tate 
d'apr~s le § 1. 
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(b) Supposons d'abord qu'il existe r et t satisfaisant aux congruences 
(a) et (b) de la proposit ion 3. Alors le mod61e d6duit de (W) par le change- 
ment de variable 
x= x ' -} - r  
y=y '+t  
satisfait aux conditions du lemme; donc on est dans le cas 6 si la valuation 
de a~ = a 6 + ra 4 -I- rZa2 + r 3 - ta3 - t 2 - r ta l  est 3, dans un cas ~> 7 sinon. 
Supposons maintenant qu'ils existe r satisfaisant ~ la condition (a) de la 
proposit ion 3 et prouvons qu'il existe t satisfaisant ~ la condition (b) de 
cette proposition. Choisissons un changement de variables 
X=X'q -p  
y= y '  + sx '  + t 
faisant passer de (W) it un mod61e (W') satisfaisant les conditions de Tate 
d'un cas ~> 6. Posons r '=  r -p  et notons (W") le modale d6duit de (W') 
par le changement de variables 
X' : X" + r' 
y' = y" 
On a 
x :xn J - r  
y = y"  + sx"  + t 
avec t = sr'  + t.  On a v(b~') ~> 5 (formule (15)), d'apr6s l'hypoth6se faite surr. 
Comme on a aussi ""  ~ ,4 ,, t , p 08 --= Jr mod 7z, on a ~1 r'. De l'6galit6 a 6 = a 6 -k- r a4 + 
r'2a'2 + r '3 et des relations ~tla~, rt2la~, rc3la~, on d6duit que n3 divise a[. 
Or a6' est 6gal it a 6 q- ra 4 q- r2a2 + r 3 - ta 3 - t 2 - r ta l .  Cela ach6ve la 
d6monstration. 
2.4. Comment  sOparer le cas  7 de Tate  des cas su ivants  
DOmonst ra t ion  de la p ropos i t ion  4 de II, § 3. Notre courbe appartenant 
it un cas de Tate ~> 7, il existe d'apr6s l'algorithme de Tate un mod61e (W') 
avec v(b'8)>i 5. L'assertion (a) d6coule de la formule (15). 
Prouvons (b). Supposons qu'on est dans un cas >~ 8 de Tate, et soit r 
satisfaisant il la condition (a) de la proposition 4. Le changement de 
variables x = x '+ r, y = y '  nous fournit un mod61e (W') pour lequel on a 
v(b'~) >I 5. 
Soit (W") un mod61e satisfaisant aux conditions de Tate d'un des cas 
~> 8 et x '  = x"  + p, y '  = y"  + sx"  + tun  changement de variables permettant 
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de passer de (W') it (W"). On a d'apr6s l'algorithme de Tate rc2la; ' et 
a~' =a2-sa l  + 3(r +p) -s  2. 
Par ailleurs on a b'8 = b8' - 3pbg + 3p2b'~ - p3b;' + 3p 4 d'apr6s la formule 
tr (15) et l'on a v(b~')>1 5; v(bg)~>4; v(b4).-/3; v(b;')/> 2 d'apr6s l'algorithme 
de Tate, d'ot~ v(p)>~2. On a donc a2- -sa l+3r - - s2=Omodg 2. 
Inversement supposons que pour l'616ment r choisi, il existe un certain s, 
satisfaisant la congruence (b) de la proposition 4. 
Notons (W') le mod61e d6duit de (W) par le changement de variables 
x=x '+r ;  y=y '+sx ' .  On a v(a;)~>2 et v(b~)~>5. Soit (W") un module 
satisfaisant aux conditions de Tate d'un cas >/7, et x '=x"+p;  
y '= y"+ crx" + z un changement de variables permettant de passer de W' 
fi W". Comme pr6c6demment on a v(p)>~2 d'ofl a~' ~- -o -a ] -a  2 mod ~2. 
Comme ~ divise a;' et a'l, on a n I a, puis v(a;')~> 2. Cela implique que l'on 
est dans un cas t> 8. 
2.5. Comment sdparer le cas 9 de Tate (type I I I*)  des cas suivants 
Ddmonstration de la proposition 5 de II, § 3. Si on est dans un cas ~> 10, 
il existe un mod61e (W') de E avec v(b'8)~>7 et (1) r6sulte de la formule 
(15). Inversement, si (1) est satisfait, nous pouvons, quitte it changer le 
mod61e de E, supposer v(b8)~>7. Soit (W") un mod61e satisfaisant aux 
conditions de l'algorithme de Tate d'un cas ~>9. I1 existe r tel que 
t t t  "~ 21t t  - -  3~t !  b8 = bs + 3rbg + Jr o4 + r 02 + 3r 4, et l'on a par hypoth6se v(b~') ~ 2, 
v(b'4')~'4, v(bg)~>6, v(b~')~>6, d'o6 v(r)>~2, puis v(b~')>~7. Cela entralne 
qu'on est dans un cas /> 10. 
2.6. Comment sdparer le cas 10 de Tate du cas non minimal 
(A) Le cas o6 v(c4)/>42+4, v(A)~<42+8, d6monstration de la 
proposition 6 de II, § 3. Soit (W) un mod61e d'une courbe elliptique E qui 
rel6ve du cas 10 de Tate ou est une 6quation non minimale. Supposons 
v(e4)~>42+4 et v(A)<~42+8. Si (W') est un mod61e de Tate de E, 
on a v(b~)~>22+2 (et donc v(a' l )~>2+l),  v(b~)~>2+4, v(b~)~>6 et 
b(b~)~>8. Cette derni6re relation implique l'existence de r~R tel que 
v(b 8 + 3rb 6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r 4) ~> 8. Soit r ainsi choisi. II existe un mod61e 
(W") de E tel que b'8'=bs+3rb6+3r2b4+r3b2+3r 4 et b'6'=b6+2rb4+ 
r2b2 + 4r 3. I1 existe p ~ R tel que b~ = b'8 + 3pb'6 + 3p2b'4 + p3b'2 + 3p4 et 
b;' = b'6 + 2pb'4 + pZb'2 + 4p 3. On d6duit de la premibre relation que n2 divise 
p puis de la seconde que b~' -b~mod n2x+6. Ainsi, pour d6montrer la 
proposition 6, il suffit de prouver que (W) est non minimale si et seulement 
si il existe x ¢ R tel que b~ = x 2 mod rc 2~+6. 
Si (W) est non minimale, x=a'3 convient. Inversement, si l'on a 
b~ -= x 2 mod ~2). + 6 on a 7~ 22 + 5 [ a~2 _ X 2. Alors 7z ~ + 3 divise a~ + x ou a~ - x. 
Comme rc ~+ 3 divise 2a~ = (a~ + x )+ (a~-  x), il divise a; + x et a~-  x; on 
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a alors ~22+61a~2- -x2  , d'oO rc2x+61-,06 __ a3,2 et ~6 I a6.' On est dans le cas 
non minimal. 
(B) Le cas v(c4)~< 42, damonstration de la proposition 7 de II, § 3. 
L'assertion de (a) de la proposition 7 est 6vidente. 
I1 existe un changement de variables 
x=x '+p 
y = y' + trx' + z 
qui fait passer du modale donna (W) ~ un mod6le (W') de Tate. 
La transformation 
x '=x"  +r - -p  
y' = y" 
fait passer du module de Tate (W') fi un nouveau modale (W") avec 
b'8' = b8 + 3rb6 + 3r2b4 + rab2 + 3r 4 et donc v(b~') >~ 8, v( r -  p) ~> 2. Le 
modale (W") est encore de Tate comme on le varifie immadiatement en 
utilisant les formules ( l l ) ,  (12), (13) et (14) de l'introduction. 
La transformation 
x=x"+r  
y= y" +trx" +~r( r -p )+ v 
fait passer du modele initial au modale de Tate (W"). Posons 
t=~r( r -p )+z .  La condition (b) de la proposition 7 est satisfaite car 
ag = a6 + ra4 + r2a2 + r 3 - ta3 - t 2 - rtal .  Le rasultat dacoule des conditions 
de l'algorithme de Tate. 
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